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Thepitre11 Systems dequations lineires (SEL) 1710.09 .24/

&seence : · def. de SEL
,

l'ecuire de fason matricielle
· types de Sin -> incompatible

compatible -determinea
· nation de SEL equivalents et les eperations elementing sur les lights.

91+ 1 . 3 (debut) Generalites

ef1.2) Un SEL en les variables en
, ..., en est une famille degrations

- an Met ... +nan = be
(x) S amestamen-ImLm- >Ladid que la SEL est de Maille man

membre

#les variables

#ef 1 . 4 Poor (4) ,
uneelation est on n-oplet (sn , ...,Sn)ER

↓ tel que Set
... tanuS =
: sent verifices.

Set ... +am
,Sn = bm



Def.

1
. 4 /isuite) On note Sc l'ensemble de toiles les solutions de ()

.

(-
compatible :S(x) =0

↳Indetermine si(S)>1
↳ tempatible siSc)+0 +-determine si(S) = 1

empleteL
-> incompatible

Exemple106 (Sen + 22 = 1 vx = 1 -xa

Tate solution de (N) est (1-12
, +2) avec Meet q .

a
.
9.Li

.e. S(x) = [(1-5,) :Se

TenecriteE
,
G

,
N

,
H, . .

. DD



ExempleA( + 2xe = -1
, -> SEL compatible determine

x1 + 2x2 =
-3,

On fait L-Le :

et S(x = [ (1+2)3

↳ 2x = (1) - (- 3) = 2 = xi= 1

Depres Le
1 + 202 =3 = 2x=

-4e dz= -2 is

#At Sait (*) un SEL
. Site)11 ,

a los Suest infini
entitledelements de

Say est > 1"
(Preuve) Voir polycopid . 1

#Def1 . 12 E .
d

.
on SEL (), on definit (Abrgie)

(OIL
. 1) Onchange les liques Lief hij Li Lj

COEL
·11)On multiplie Li port+0 LiXLi

)On remplaceLiParLita
Lilith a

les lights (OEL)



On dit
que
deux SEL (4) et (* ) sont equivalents (sent liges)

si l'on peux passer de (4) (*) partir d'une suite finie d'OEL :L (*) ... (*)
,

#q .

A Toutes OEL sent inversibles et les operations inverses sontmussi
des OIL : (Livt(j) = Li(j

t (ii) Liti
(licLith(j) = ?? (exe)

Ihm 1 .
14 Scient (#) et (*) deux SEL equivalents.

Alors Scy) = S(+) :L
COLI)-COEL(Preuve) Exercise -> montrer que preservant l'ensemble
desolutions D



Enterplex.
15 30+5x +He = 1

,Le [B
+5+42 :

1
,[6x + 1202 +60 = 0

,-2x1 + 2x2+13=0,
- 22 - 201 - 7az =5,

- 201 -2x2-71z =3

↳7hible-che + Re = 1
,
L
,
-1 x2 - xy= 1

- [ Unt2az + 13 = 0
,
-> I 11 + 2n2 +13 =0

,
8LytLotha+zen-Seg = 5; 222- 513= 5

,

x2 - xz = - 1 Alors↳othne +hetes =0 =Jun 1 -
O=7

> x = - 2( ) - (z)=2



Dans cette seance on va veir :

↳
see

(iv) variables libres et likes
-

81 . 5 .ets Matrice =
tableau -> (: ) Truligesam

,
1 ... Ens,

an
,141 + ... + an

,
nxu = by -Pour on SEL &am, 1 Net ... + am
,
nxn = bm

:... :i n colonne

on associe -> metrice : (a)[ ↳-
ISTOGAN SEL = Matrice augmentee
-

If1. 12/Les OEL peor SEL s'appliquent russi a des metrices/metric atees.



Exemple1
.

15 (srite) [30 + 5 Me +44 =
1

Get12netbes = 0 -(
- 201 -2x2 -7x3= 5

e1 .

18 La teille done metrice est Alignes x #Colonne

!
Le officient pinpe de leireme ligue de A= ) ,

sil existetesta

premier coefficient non nul .

Un metrice A est echelonnee si

CECH
:1) Toute ligue endessous done ligue nulle est zossi nulle

(ECH
. 2) Si LietLj sout deva ligues de A evec i <j , Epi estle coefficient

diemelique) (j-emelique)

principal de Li , aspj est le coefficient principal de Lj ,

elers Pistj.

Li 0 ... 0 Ri piI %... 00 ... 0 ajp (
=

2 Exemple
&pienedetPremec



#nemb) echelenea
A = 0000 0

1000 d 0

DL C =#000 nest echelenee
3 O 2C X

#Det.
1

.

26 Une matrice Aestechelonnee redite si elle est echelonnleet
(ER)

(ECH .3) tens les coefficients princilsaox valent +;
CECH

. 4) si la colonne Cr de A inclut un coefficient principal donelingLi de A
,
alor les autral crefficients dans la colonna sont nuls.

Pivot = coefficientprincipal d'une metrice ER .



#Exemplesite) D
= 100020) net pas echetune

->
↳ (2- C1

(12) echelonde mis pate in

↳(2) echelonne release

B =

21030I I04 -216 ( echelonnee mais pas reduite000 0 7
10 0 o o o
2 o 10

Lets- ->

Lette -1244 v

↳7

(
O - O O 8 ( oo

(
000 8

000

un

↳3Ely petpesser ,deAveranie
L'OEL .--

#mm.1 . 21 + 1 . 19 Toute matrice A detaille manest-equivalente i
Luneuique matrice excelentle ridite. 1 meechelonne reduite deA

FER



#emplete I (1)
Pour matrices non nulled

& -> Cheisirune ligneea
plusa geoche possible
Let si dest 1

,
c'estmiera

(2) Eliminer les autres↳ I coefficients dans lmeme colone wes

~16Mrsem]~ [
variable libre x2 = 11 - 313

variebles
liees

#te(p. 3) PerronSELSMEa les variably likes sent celles indexes
par les colonnes incluent les pivolsde la FER de la metrice

Les autres variables sent appelees Libres. zugmente associle .

magmentepermetbe like



Entemple1
.

25 Resoudre

LE
x1 + M2 - xz = 5,
3x1 + 4x2 = 4

,
(voir notes manusantesper le solution)

4x1 + 5x2 - xy =7.



#hapit2 Veteris deR (17
.09)

(ii) la notion de famille libre et life ;I-
(v) la forme vertanielle d'un SEL

.
[-

(-

2 .

1
. Lete(. 19) Vecteur-recteurcolonne est onPa) EROtaille

de

, que
lon va esrire

L i = (i)
M

SuphiquementIn s #gelite()()siFabI

Somme : (e) +(= Mtiplication=
~
(

- e
Voro( =



Trop/H,E eRY ,
R

,MER ,
on a

·m +y = y +m

· i + (y + z) = (n+y) +E
·2 (n +y) = 2i +2 Preveerice↳ 3· (2++)x = Mi + pe
· (2p)i = x(pm)

Tef2.4) On ditque i. To sont colinaires sil existe McR telque in= sy or=Ar
.

#estion (5)et (8) sent colinaires ?Theponse) Quit (8) = 0 . (b) .

2 .

3
. Cabinaison linaire et partic engendrel
#ef 2

.

7
.

d
. Ye = G...nYER", une combinaison linezire (CL) desclements de Ge est

L v= +... +xm ,
or Meth - coefficients de la C .

L
.

#temple 2 . 9 in = (e) , v = (2) etw = () ·Option: west-il one C .Ldevetin?

Si oui
,
il deit exister M

,
neER tels que

m(23) +m() = (a) # (ut) =()
- x2 = 3

Alors Mr= -3 (1) mais (3) .3 +73)4T-> LeSEL incompatible=>nethasonea=> Mn = 3/2 ((z)



&et 2 .

11 Ed. SeBER ,
lapartiedet" engendree par se est
(sous-espace vertorel engendre)L Vect Se =Vect , ,in] = Gint ... +Rat : 4.

,MER]( spense)

VectEv3 = dreite engendree par v = &R :RoR]# -

& 2 .

4
.Fille Libreetbe

2.16) Une famille Gen,n] ER" est Hie (or letirementdependente) s'il existe...,ER telsge
& int .. + Run = 0 et il existe au mains on &i to ./One famille estbre (ornenirement independente) si elle n'est pas like.

#estionsDe quelle facen equivalente on peit dire que fe est libre
(i) FX, . . .., keR tels que Ret ... + &kn = @ X

(ii) I . d.
1.

. ,
&neR

,
si Rit ... tRun= 0

,

abrs Xn = ... = Mu = 0 ~↳(iii) 0n
+... + Ov =X (iv) E . d . &1

, . . .nER don't au mains un est nonnul
,
alors Mint+Bu FOU



#estion) <(b) , (8) , (9) 3 est libre?7 t0(8) +10 + 0
. (i)= (5) &

FO

#nempeetG() , (2) , (3ER"
- libre ?

(++ ) = () libre E la sale possibility est
Mr =M= 13 = 0

m +3xz = 0

()
-2xz +2x) = 0

2n1 + x2 + xz = 0IE My = 0
↳- 3m1 +512

=O

= 0 Lth-31s

M = 0 ()
0 = 0

Aloisto est lible . i

Ehm2 . 201 Une famille Fe = Ev ...
in3 [R"est like silexiste is [1, RB top.

Li est C . L
. des vecteurs te, ..Fire,

Fin
,....K -

E) Exo .

(Preuve) 1) Sielide
,
alas J

....,But even emainson nonnul (i . e. Ji[] t .

q . : +0)
t. q . Zin+ ... +&in =0

=(ive+ ...+)+ Rivi +(i + 1 vi+1
+ ... + Ruvz)
=> i =---



Etapite3 Formel vecerielles des S

93 .

1 + 3
. 2 Generalites

3.

1 Si
~..... En <R , on noteren A = [an ...n] =/(a) ja

(Pour = (n) on definit A rent ...Menne (
EDI

&emme 3
. 2 Pour one matrice A de taille man ,jet ,

MeR on a

L A
. (n + xy) = An +XAy

(Preore) A li +1) = [E ... en](Y) =+yettyn)n=+n)(yettyn
= An + XAy . I

....⑳) farme vectelae
du SEL(x)

((



Dans cette seance du cours
,
onva apprendre 1909

-#(iv)klien entre SCA) Poor (4) SEL inhomogene et S(*) peor (*1) SEL homogene;
(v) la notion d'application lindaire R-Pm

~

Helian area les SEL.zage
, primage lov image inverse)

83 .

3
.SELmagnesethomages

Ie3. 3) Un SEL (exit sens for me matricielle)im-

hamgenesibaveb + D)

# Un SEL homogene A .
t = 0 admet zo mains unesolution - c'est letee

L x= 0.

#temple3.7k(modific)test i



↳() like:me
Aless
S() =&(Mun) : nucR] =G() +( :,I sol . De ↑ sol de M

Ac =b An =De

E

&int
door ent

protect
lette

ERY

Commet#0 vo qu'une+...un= compesente do n est nonnulle
est sol. ou triviale de

E) Il fait renveer des implications (end). i * =0 .

#plication etim.
9 Soid Fee Eup]ER? Sipam ,

clos Geest like
.



(Prevve) Soit A = [1 ... up]. -> A. = 0 admetsol
. non triviale ssi feest like .

On va denc calculer laFER de

alers au mains une celenne
~

alors il y a zu meins[A : 0] =

Epine contient pas de picta une variable libre
planea

=> les SEL An =0
a dmet une infinite desol onaunesolutionplest liehis
#hm3 .

10 Soit (A =5 un SEL inhomogene el SeitA. = 0 Le SEL

homogene associe .
Seit upR solution de (*) .

Alos

↳ S(*) = Spar + En :neS}
Prevue)2) SiScalar A .(h) =Apart =E partEnoS

=5

6)SaiteSc) ,
i

.e .
A =5

.
Onecut

= upar try et
A

. (v-par) =Ar-Arpar = 5-5 = 0
,

i

.e. -pareSc - ~ESCAh) It

m + 3d2 + 13 = 1
,Exemple3 .11(E2x1 + n2 - 3nz = 7,

Admettons que (12) est sol particuliere.
- x1 + 5x2 +7x3 = -9

Trouver tates les sol. de (#) ·



Par la methode de Gauss

I(1)pivots : variables lites an,
Me

- 2nz = 0
i

. e. Se 12 + nz = 0 =>S =G
Thm 3 .

10
.

= Vect((-)3

↳ SEE() +(2) = mar]i
synanymede fonction W-

Upar
& 3.

4.tions linaire
#3 .

13 One application T :R"-" estditeindaire Si T(it) =T() + XT(w)

por tas riwoR" et XeR .4#He defetcelldesndde She sa



ExempleE Par le Lemme 3.
2

,
si best matrice man

,
alas l'application

est lineaire .

-> En fait "teutes" lesL I applications linezines
R"-RM sent commeat

(avenir)
ExempleF L'application T:R-t donnee par

T() = (2d
est linewire,

car

- (M)()=) =(2) =(
=)+ (3) =T +T

See : TETA avec A = 102-
&estion T : R" - R3

T(m) = (e)
est linein? (Exempl 31 16

:,cr + (i) = (u) + (e) = (i) + (j) =T(j) +i(,)



#printe SiT :R-R2 est linkeire, T(Q = 0

(Prevue) T(Q) =T(0 +0) = T(x + 1
. 0) = T(d)

+ 1
.T(a) = T(p) + T(a)

Tlin
.

i
. e.a = +(a)+ya) =T(a) =04

#ef 3 .

12 Pour one application T:R ,
on definite imagedeTria

#m(T) : = [weR : Fetg w =T()] = [T(r) :voR} GREL (TmCdl -
On rappelle aussi

queSeppelledpartnerasle met image a

⑫tA Crappel) Pour application T:image on definit

densignificationsset

↳
et parties SER ,

SERM

si

· T(S): EweR : JisStqTHin] · T"(S) := GreR" :TCrieSY
= (T(t) :veS]

image (directe) de Spart me Img(T) =T(t)/) image inverse Cor preimage,or

image reciproque) de perT



Ranscelangage :

(A=5 TA(m) =5

(4) est compatible E BEImg(TA)

Sc = T (253)

Sin=(03)naudT



#thepitre 4 Espaces vectorials (24 .09)

Dans cette seence :
· def . d'espace Veteriel (EV) + exemples
· def de sous-espace vectorialI· det de famille libre/like et partie engendree y deje we
· det de combinaison linaire Pour iR

j 4 .2
. Espace readriels
4

.

2 Un espace rectorie (EV) est un ensemble non vide V muni de deux

fications
VxV -> V (Sommor)&V (multiplationprodt(V ,w)> V +w

qui satisfont aux proprietes :ICVMVVcnmttvit ,associativity ou neutra
(EV .3) Jon element QeVtel que u+ Qu = u

,
KneV (Qv = vecternder)

(EV . 4) VueV ,
Junelement-uEV tel que ut(u) = Ov (-u =

vecteur opposedem)
(EV . 5) c

. (n+) = c
.
M + C

.

V
,
FeR

,
FrveV (EV . 6) (c+ d) .

u = c
.

m +d
.

M
,
FadeR

,
An Ev



LEVlascivitmite EVS)1uf.
#temple in V =R avec la same RxR" -R

etlepredrit(i) , (ii) (*)&
est un espace vecteviel

(S.T : SxT = [(st) : soSettiTy product cartesien)
product

(2) V = Ef :R-eR applications] monide UXVV & RV -

(fig) + f +g (1 , 7) tf
dounces par (f +g)(x) = f(u) +g(x) & ( . f)(x) = 5

. f(x) ,
Ext

est un espace vecteviel . (exercice 1 ,serie 3) avea Du est la function nutle : ne0,
fact

et (f)(x) =
- f(a)

,
FxR

. Coupolynome)
(3) On rappellequineaction polynomiale f :R->Rest one application telle qu'il

[ Coefficientsexisteneresque det

f (t) = 20 +ret +... rant" -
VER

.

Fait no +at+... t ant" = bo +bit... +bmt
,
Feth ssi acbo

, m = be
, az = be ....

(Noter que 20+entt ..+ant"=0 fentt-want"to."+0. this ... +oth sin <m)



Def : D = [fiReR fonction polynomiale] .

Si f = no + e
,
t +... rent" are can to

In = (fel : deg(f)(n)
=> deg(f) = n 3

On voit
que
In [PCGf :R-R function]

deg(D)th

↑Avec la somme et le productper des scalines de [2 :RetH fonctions) , onveitge
Pr etP sent des espace vectorials .

Lens 1
, selrie 3)

&ef4 .
19 Seit Vun EV

.

Une partie WEV est deg (fog) = deg(f) +deglg)
un seus-espace vectoriel (SEV) si deg(frg) => Max (deg(fl,deg(y)
(SEV

. 1) OueW (SEV . 2) v + XweW ,
Fr

,
woW
,Roh↳

templeH PESf :ReRfonctia] est on SEV de [f :ReR fonction).

Exemple4 .22 Pr est un SEV de D.

Exercice SiWCV estSEV d'un Ev alas Wavee l somme et le produitLdes scalines de V restraints in des elements deWest on EV (exercice2
,
serie3)

#.

14 SeitVon EV et Cle = (v , ...,Uph [V . Als one combinaisenline ive



&eve +... + & pVp EV/ ever i
, ...

&pe t

La familleo est Life silexiste1 . ... Sp etth dont zu mains un est nonnul telsqueI & Vit...+ pVp = Ov
La famille Ge estbre sielle n'est pas like.

#emple 4 .

16 [1 ,
t , +, ..., +PEPest-elle libre or like ?

L 10 . 151, .

+ + ... +ptp = 0
= 0 + 0+00tp ...roth

Ethes Seit <
C = (v , .., up) [V ,

or Vest EV .
Alos

L Vect Se = Vect /un , ... upho GRivet ...+ &pup : &
+, ...Spe)

(partia engendree per for sous-efpace vectorial engendre part)

oquiete fundamentale (emmel) Vect be est un SEV de V .

(Prevve) Ou = 0
.

r
,

+... + OrpEVect I .

u = 1
,

v+... + pVp et W=eve+ .. . +MpVpdas
(ar o

. M = Ov ,
FrevzExercise3

,
serie 3)//maxw = 1

, vet--
- +&ppt (mv + --+fpVp)

= ReVe+ ... + SpUp + &(pvy) + - .. + 2p(p)
# Arpel + - + (ptRyp)up eVect S E1 , Vet ... + SpUp + ((m +... +24p)up
[V . 6) (v .1)

= &
, Ve + (xmlVe +... + RpVpt (p)up = ( J



oncettesince eplicationlineinexempleapplication lineair
(26 .

09)

↳meice canonique d'une application lineziret
berations sur les metrices (product, transpose...

Per le sections 1 .

S
,
7

.

7
,
4

.

8
,
ni Lemme Gui Thm 4

.460 -> peor plusted
=

84 .

6. Applications line zire
Du.39 Soit 8: V -v'une application entre deva EU Vetr !. Ondit

que festfaire
si f(u + Xw) = f(u) +Xf()

,

Fr
.
weV

,
VER.↳#. H C'est lameme gela del 3 . 13 pourR

LDans ce cas
,

on a Russi f(ou) =Di.

#temple34 Soit V =Pet 8 : -R donne par A(p) = (Solid
poor pott .

Ales bestneire :If(p+Xq) =(d)=/



#.

4
. 44 Pour T:V - v application line aire,

on definit ley det :

L Ker(T) = EveV :Th =Ov]=/inverse/preimage de 10) pat.

Eemmefondamental(lemmet) S : T : V + Vest one application lineaire , alois

L Tinjective <=> Ker() = 90v]
(Preuve) Exercice (voir les notes) .B tp = ensemble

#Quelques proprites emplosLemmes) S : T : V + V one application hindeire ,
alors

L · Ker (M est un SEV de V;
· Img(T) estun SEUdeV.

(Lemme 9) S : Test one application linezive bijective ,
alorsT est one application

linezire
.

(Prevve)(peur Ker (T)] Comme T(Qv = Ov
,2DGUEKer(T)

E d
. v

,weker(TettoR
,
T(u+w)(v) +XT(w) Qu + 1 . Ou = OutQu



#appemgiT)= [TG) : reVYev
Etapit5 - %5 . 1 et 35 .5

per l'instant Lootrice coniqued
eB Seit T:R-R one application linel zire. On definit le mricedeTrie

L [T] = [T() . .

.Then)]Iulighes,or n = ( ,
En=( ... en =(ER

-

n colonnes

Im5. 1 Si TiR"-Rest one application line zire , abis-

↓ () ER

I
(#) + () = ETMit metrice-recourcalone

Emplos ,
[T] est ha sale motice qui satisfait (*):A est deteille men et Th =All
&ors [T] = A

. (onicite)

PreveT =T(m))= is

(Unicite- > exercice)



Chepitres6 + 7 + j5 .
5 Options or Les metrices

De IMmxn (R) := EA matrice detaille man a coefficients dens R3.
-

Pour A
,
Be IMman(R) et Ret :

i -I (A)+) =(A)et)=
(somme) ~produ

# 6. 2 A EMpxRet B(M) ,
on dinit le produit A.

per la metrice CEIMpxn(R) dannee par

↳ Cij= Aim Brij = Nix Bij +... + Ai
,mBmi

poor ic [1,p etje [1,nD

#5 . 21 S : AEImxn(R) , on definit la mrice Transpe ATEMnxm (H)
Lear (AT)ji = Aij poor :c ,mDetj@FInD .



#temple5 . 22k

3
.
2 + 2

. 1 + (2) .(3) + 1 . 7 = 21 (n2,3)T = (2) .
Dans cette seance on un voir

· notion de matrice identite · lien entre product et la composition-

· nation de matrice inversible dematrices d'applications lie .

· determinent d'une
-

· lien entreinversatet l'application recipe,ametrice 2x2&
6

.
7 OrbitquRBEImm() (=: MmC) -espec he notices curries de trillem comitant

L si AB =BA.

temple6 . 6 A = 15 _ ) et B = (5)mAetBA= (b)
L #%TA ,

B ne commitent

Do Lentice ideate deteten est In metrice In=Gelig
s

Li nR Fid]
nolonnes

drapplication I
identifie



#et.

7
.

1 One matrice AtIMn(R) est essible silexiste one motrice BeMMn()

Ltelle que B . A = A
.

B = In .

Has Best unique (ext) ,
on la note A.

Quelque prophetes (Prop S , p . 98 + Prop 6, p . 102) :

(i) A . (B . C) = (A .B) . C
, VACIMpnmIR), BolMmxn(R) , CelMuxq(R) ;

(ii) A. (B + c) = A
.B + A .

C , AcIMpxm(R) ,
FB

, CelMman(R) ;

(iii) (B +c) · A =B .
A + C. A

,
VB

, CelMmen(h) ,
Ac (Muxp(m) ;

(iv) (A .BJT = BTAT
....

(vi) (A
.
B)

-"
= B ! Al↳(v) (AV)" = A

, LAT)T = A
, . .

(vii) (AT)" (AT
(viii) [moA = A = A

. In , AGIMmxn() ·

Prevede(v)_xuC), BolMnn() inversibles => AB inversible et (AB) BATEn effet

(BA).. (AB)=A
.

B = In
.B -

et i (viii)

S
(AB) (B"Al = ABBA = A. InA
entrecomposition depplications linezires et product de motives (p .95-96)



Scient T : R-R et S :R-RP deux app .
lin . On peut definit

[[T] = THEY ...Tn]Gi [S] = [SeStem]y plgee

-
n clonnes
#T FONDAMENTAL Alor SoT :R"->RP est one application linaire et

L [SoT] = [S] . [T] <Mpxn(R)
(produit matriciel)

= NMRST] = [S][

~Pipp. Produit de metricades
- bijective

Elegance Comme [id] = In ,
alors si T :R"-Risible etlin,

application reciproque deTmLon e

[T
-

1] = [T]
- 1 (et [T] inversible)-

matrice inverse

(Prevve) Comme ToT" =ToT=id ,
alor [ToTi] = [ToT]= Liden] =In
Fait> 11

ce qui nous dit que [T] est inversible precedent [T] · [T-

1] [T-%. [T]
=

-



et [T]" = [T] · D

Soit un SEL

quei? A
.

x = 5 (bER"
,
AcIMmxn(I) ,

EERY)
Simetinversible : alois Act =best compatible determine ett =At↳(car A

.

m =5 = A
.
A

.z= A-5 => = =Ab)
est solutionn.

-
In

Commenttrover Aporinversible ?

87 .
3. Inversionde matrices22
#7. 6 Soit A = (b)E (t) . Alos Aest inversibleEn plus, si ad-befo , de A& A= (_) [E5 ,

serie 6)
(Preove)E) On suppose que ed-bef0 .

Alors

En)()=(b = (b)



(2) * )=b) =)
Ales

(2b) estiuvessible si ad-bco et (E)
=> Voir les notes. D

↳do noyau d'une applicatfinezire
Soit T : R"-Rapp. (in.

Byzo
L Ker(T) = (neR : Th = 0] = Such" [T] · n = 0)
Exemple (5) T()(u)R
Alor

[+] = (3 ( Ker(T) =?1237



x1 = - Gay() xz =
- 2ay(001 - 1

( xz = 14
bboulet-

FER de [T]
i .e

. (Ker(T) si Fun) quelquesite

-
"Ker(T) = [For= S . (=) =men]

= Vect[(i)) 1

#magel [mg(T) = Vect Sile) ....,T(en)] GRM



= [[T] · i : i ER]
Y -

#Inconsequence,Test sTenant. =5 estcompatibleVERM
--
Exemple(suite)

[T]i5] =i
compatible #5
-T subjective is



Dans cette seance ona voir (03 .

10
. 24)

· notion de metrice elementeire · deutres descriptions d'inversibility.*· lien entre matrices elementine of inversibles· alal des inverses # exemple ?

87 .
4

. Inversion &emerce

Def. 7 . 9 Une matrice carree est dit elementaire si elle s'obtient de la matrice

Lidentity en effectant pressement one OEL.

temple7. 10* (i) = A = (0) est elementeir: A
(ii) B = (8) est elementire :I & B = (00 n'est pasementiare

11 IlI (859
(

(ii)Cest elementire ,ar It
assecile une OEL O

.FONDAMENTALE Soit EEMnxn(R)uneratrice elementaire
.

Alors :

L A-eduit de matriceso



(Preve)For: (LicLi +(j) avec jai · Alors la motrice elementaire associe est
1

... !

/↑

Alors O

(#
[Mi-in

-

I

A+O+ OAj1 + 1 .Ajnt, 1
+...+0 . Ai-

,12 , 1

+ 1
. Ail+Aite1+... + 0 · An = &Aj + Aid

et de meme parles entre coefficients de Time ligne de A.



corollaire(Lemme 12) Toute matrice elementaire est inversible.

(Preuve) Si OetOEL et D'est l'OEL inverse, alas
Elit

.E(0) . In(0)=Maceobten e) =
T

-
matrice elementaire

assecile O
Eld

.E10 %. In =ECO)
. E(OT) = metriceobtene a10 = In

- n

3 ==El6)
I

#hm. 7 .12 Soit AcIMn(R) · Alors A est inversible ssil existe des metrices elementaires

EEMERdeAestIn
(Prevve)() Comme E4 ,...,

El sent inversibles
,

aloss :

E
...( In =(p ... E" .

A

⑭
=>

A A est inversible
letmmeEP ..EH). ·

=) Liveles notes I



FERCMe tinversible on ve alter M

-

2n colonnes

↳ (

IE (1000
(Preuve de la methode)me testinverse ,aav des matrices elementia
ala e ..... E

. [A : En]A] = [IniA]
is-

A
1

A
- 1



#hm7 .
15 * (sans items (h) , (i) Poor AEIMu(H) , les cond . srivantes sont equivalentes

(e) A est inversible ;
(b) A est un product (fini) de matrices elementaires ;
(c) la FERde A est In ;
(d) X beR

,
le SEL As =5 est compatible determine

;

(e) le SEL A .m = 0 n'a pas de solution non triviale;1.(f) les colonnes de A forment un ensemble libre;
(g) les clonnes de A engendrent R

Preuue) Voir les notes
.
I

--

Dans cette seance on va voir :

cil une simplification dans la definition d'inversibilite; (08 .10 . 2024)
ciil un rappel de la definition de determinant 2x2 ;I(iii) la definition generale de determinant non-calal recursif ?(iv) quelques proprietes d determinant (transposition ,O

-



oreleinedo Thm 7 .
15

*

(Proposition7) Soit AcIMm() ·

Alors

A inversible [FBEIMnCR) tellegue B .
A = InL [JCcIMn(R) telle que A

.

C =In

(Prevvedelaterelique On suppose quilexiste BolMuIR) telleque B.

A =In
.

Soit nett . q . A .
x = 0. On veut montrer que = 0. Pour le faire , on

Considere
x = In =B

.
A. = B . 0 =

0 = Ainversible
- item (e) El item(2) It
= In doThm7

. 15*

(peur le reste de la preuve, voir les notes

Chhapitie9 Determinentsserve
G 9 .

1
. Rappeldodeterminent 22

On repelle que det(ab) : = ad-bedet(()l
roprietes(Proposition 8)
I(MUL) det(+, b)= det( ,b) + ↓ detlib) & det(ibilb) = deta

,b)+Xdet ( ,b)
& multilinearite



CALT) det ,2) = 0 =- alternance
(NoR) det(enez) = 1 or En = (6)

,
2 = (i) ·↳poor toos zi5 ,

5'eR2
,
MeR.

(Prevve) (ALT) det(/) , (e)) = 2
,22-e22 = 0 r

MUL) det()) +&(i), (b) = det (fatal , (b)) = (+12i)bz - (2+ ai)b,

=> (abz - anbe) + 2(ai ba- 22bn) = det)(2), (b))+1 det/) , (e)
in

89 .
2.Definitiongenerale de determinant

n facteurs

e. 9 .
2 Une application(XR-D

Jen , ..., en)-> Penn) avec inne
est dite

(MUL) multilinaire Si pour teutic [int) et teas recteurszie,it.En ER fixes,application1. R" -> R
in 14 ,

-,i,inn) est lineaire

(ALT)erne si 4.,n = 0 des que deux vecteurs i etaj coincident pour it]
(NOR) normalise si Pleen) = 1 or =() , =(f) , . . . en = (i) e transpositiondejetaj
Exercice (RK .

9 . 3) 4 satisfeit(MOL) + CALT) =>Przijan) =Pin it



Cantisymetric de 4)
ef9 . 4 Si Ae Mmen (R) , it [mD , je [in] ,

on definitlases-matriceprincipale ALilj]
LE Mcm-1xn-1) (R) comme la matrice obtenue de A en eliminant le veme ligue et la jeme colonne.

#empe 95+ A = (c) At] = (78)L

#hm 9 .

6 Pour test neIN et ceR
,
il existe one unique application multilinaire et

alternee n,c:RoR telle que Inc les, ...en) = c.

(facteursnice
Pour C= 1

,
on ecrit"det"zulierde In

,
1 :

Door n =
2

,
det (2) , (b) = aba-zbe·

En plus, si > 2, pertetrcule paidas·developpementselon l'ime ligne :

II
· developpementselon lejemeclone : detej dat(tej)

A=
(Preuve) Omise it



Exemple9 .7/ dev . selen

det
-3

= + 1 . det ([111))= 2
. det [112]) ( 3) · det (A[113])

-7 8 9 (
fireligne

36

--2. det) + (3) . dets)AS
= 1

. (3) - 2
. 78 - 3 .

67 = -360

(= = =) El
+ - +

89 .
3.

.Proprites
#etot Si A = En ...n]eM(h), on ecrit det (A) or defeen) .

Emme13 det (AT) = det (A)
,
FAEIMn (i)

#f. 9 .12 On dit quine matrice At IMmxn (R) est triangulaire superieure si aij = 0 pour tous

Lisj . Elle est diagole si Rij = 0
,Fitj.



#emme14 S : AcIMnCR) triangulire superieure, alors
L det (A) = 21 ..... anntei.
(Preuve des lemmes dans les notes)

ropositiona transposition de z: etaj

(OEC . 1) det(. .-j n) = - dette, ...n) 3 per (MUL) + (ALT)

COIC .#) detai , . . , 2 ,
. ..,n) = 1 . det fan...En)

(OEC det (
,zij) = det (i , ...i) Peer not 3 Per CrossL + (ALT)

↳preventeestjemecoeune e (
det (2 , ,

. ..+zj , . .,j , .,n) = dettn .,i,-,n) + 1 det,j,j ... in) = det Curzimajan) VII↑

4
immecolone
m

= 0 d'apris (ALT)
--

Avec Prop. 9)Dans cette seance on a voir (18 .
10

.24)

↳plusiemdinated dete,



#temple9
.
11

* On vert ulculer. det = 0 par (ALT)4

· det( = det) on alesI 3 memes
· dete) = 2 ·det resultats

pour des
·def()de ORLA

m +36
(car det (A) = def(AT)

Entemples One caller det (
Methode1-Forcalcule one FE de A

4

(
↳-54 1 23

((s -> ( ( ->

264815-24 02 - 20

· --s)3112 Lutha-340-5-8-10
- -

A = As COEL) A(l) -
A(4)

det(A*) det(A)Et(A") E-2 .

det (A) * - 2
.
det (A") E(2) .

(-12) · det(A')



( ( ( (2) .
(12)det(A(S)

↳ -

O 0011 CEL =3

⑳ 8
-sup => det(A') = 1

. 1 .
1

.

3 = 3
Alors
et (A) =(2)

.

(12) .

3 = 72 -

#Methode2 Melanger Methode 1 et developpement selon ligues/colonnes

dete(3de)
↳E(3) .

2detd(
1 - 2

GELIT) ligue

= (6) .(3) det 108) = 18 . 4 =72

-
6 . 2- 8 . 1 = 4

99 .

4.LidentifiedA .B) = Let (A) . def()



⑭9 . 18 Scient A.BEIMm(R) · Alas det/A .B) = det(A) .

det (B)
(Preuve) Voir les notes i

#9
.

19 Pour AcIMu(A)
,
Aest inversible ssi det (A + 0.

(Prevue) Si Aest inversible
,
clas il existe A elMu( t .q.

AA =In · Alors

1 = def (in) = det )A" Al = det (A )det(A) => detIA) + 0 et meme deta :actal
On va montrer maintenant que, sidefla0 ,

alos Aest inversible. Pour cela,
on mentre la centrepose.

Comments inversible ,Fedeeleuponquest
[laFER deA

Comme A est A . sup et posside une ligne nulle ,
un coefficient de la diagonale de Desto, cequidit

que det (A) = 0. Gaimplique que def1a) = 0
,

car deta) = def()... det(EM)A 1

#requesapplications

Let (P . A .P") = det(A
,
EPEIuCR) inversible

,
FAEMCR

dit que Bett sent seemblables silexiste PEIMn(R) inversible telle que B =PAPY)
(Preove) det (P

. A .P1=et(p) .

det (A) detip") = det1A) A
-

Thm 9
. 18 = det(p)" (Thm 9 . 19)



On va voir dans cette seance :

is l'interpretation geometrique de deteterminant& (5 .
10 . 2022)

(ii) la notion de base my cordennes 3 Ev

89 .

6. Determinantet aire/vome
#9 .31 Dourwe

,
alars

L defini paretiv
= (et(weAire du parallelogramme

#hm9 .
32 Pourviwe

,
alors

↳ Volume do parallelepipede
= /detv,wdefini par i ,

v et w

Preuve) Omise t

itedo Chapitre Y
84 . 5.

.

Bases



#ef.

1
.
28 Soit Vun EU

.

Une partie 0 = Gu, p3EV/
Lest dite base deV sielle est libre et engendre V .

Nordonne)

portalition(p . 56) Seit & = Sup3 une base de V
. Has

, portant

LeVilexiste desiniquesAp ER tels que v=... t ap
Preuve) Dans les notes.

Exemple4 .32can
= [() , () , ..., (i)Best base del?

base canonique En
#temple4

. 33 V =R et B = &(2) , (5)3 badel?
On veut montrer queBest

libre ed engendre V :

libre an ( 2 ) + <2(5) = 18)#[27
~gene essecielc (7) : Oblibre (edmet seulementare

sol . triviale

monakleFER : (i) = Blibre
de (ii)



&engende V =F(p)R],zt telsquan(e) = (2)
= (p =)() = (ii)

= leSEL (2-7)() = (b) est compatible VER
= la FER admet on pivot per ligue. (6) -

Exemple4 . 34 V = In etB-St ,t ,
t

, ...thest one base del
. (exercice)

#hm. 4 . 46 Soit T : V-Wone applined B= EvUpEV.
(i) Tinj. + Blibre =)T(B) = [T(v),Trpl EW libre

(ii)Tsurj + BengendreV => T(Bengendre W exercice

essayerL & deleConsequebased prouver

(Preuve) Dangles notes.

4. 29 S: = Ev ... up] base de V . On said que , pour tent ver

I
il existe uniques [1 , ...,SpeR tels que v = Give +... + SpVp-



Le vecteur
-

decoordennes de v relatives la base O est

[v]o =↳
nemphe

Tert o diest lineme coordenne/emposantedev relative .

#(srite Seit()02 Cestquoi [- )]og ?
100 0x= [(i)(5)3 Onvertaller Y

En (n) + <(E) = ( -3)( (2)(a) = (a)
[I ?

·()
de (2)

· [E] (i) = [E)(i) = (c)



#temple 4
. 32

(scitaDev // B=3 , (i)
L (b)= (b)+ (i)

ms [15)] oran= (3)
Dans Cette seance on a veir :

(i) 12 notion de dimension
(17 . 10 . 2024)

(ii) lien entre families libres/generatrices et bases -
extraction[completion

(iii) construction dapplications linelaives
(iv) la matrice d'une application linez ive (as general)

84 .

7. Dimension
-

Hemme10 Soit B = Ev , up3 base de V et FeLV une famille d'au mains p + 1

Lelements ·
Alon best like .



(Prevve) Seit To :V-HP
·

Il

sagtduneapplicationlinequitisfeiteadev i- [v]B

↑ (2) (2) ↑
base? base?
&Capresle Thm

.

4
.

46
,
Tosbijective

On a uu dans le Thm 3 .9 qu'une famille deu mains p +1 vecteurs dans

RP est lie = Taz(fe) est like To (Tos (5)=e est lide it

leThm
.

4 .
46

ensequencefondamentele (Corollaire 2) :
S: = Ev ..up) et 05 =Gu ...]

(sent deux bases deV , alors peg :

Bef.

4
.

47 Si on espace rectorie admet one base B=Gre.up] ,
on

Ldit que la cimension de Vestp . Concrit dim V = P) .

#temple4 .
32 (suite) dim R = nz car Ban =(((i)

2 nelements.



#temple4
.
34 (suite) dimPr = D+- car Ban = E1 ,

t
,
th,
..., th)

est bese de In.

#erice dim MMman(EvG,G,Gid , Get,
-

= mon

- Li , (ii) !
Exemple (n Exos 7, 9 Seriet) Methodgenere-R
SoitTait--Rh l'app . lin associe = A = (121( Emg(A)

013
JOver TA)

Ker (A) Img(A)Feta):FER de Ambe
dr = 5/413

(5)~ [ dr =
=31z

-

A

= Ker(TA
=)(-S) =Ved



familleHeit is

deFug(A) -

⑦ Onprend Bu = Baan (V =R etW=R) =TBcr) = ((0) , (i) , (3)]- CT =TA)
② Begle : Onchoisit BETA (Bran) forme des colennes dont la

FER centientun pivot .

Alors o = &(b) , (2) 3 base de Ing(A).
#resresultats fondamentaux

⑰ntraction (Lemme 5
, p .60)Sie = Ev ..., Vr] EV Armille generatrice dev



et

jealous Sev=jest famille generatecan
deV.

↓

#equences : ·Si Se est fam
, generatrice deV -BCG base de V

.

· Si e est fam . generatrice dim V elements, abis elle est une base deV.

②Completion (Thm .

4
. 53) Soit = Ev 1. ..., up] famille libre de Vetdiman.

↓ Alors pan
etilexiste UpmuneV tels que E."pipun) base de V.

Consequence : Une femille libre de V dimV elements est une base de V.

③dement Seit B = EvpV baseda
<e-(w , , . . ., wph &W famille deWJderEv

↓Alors ,
il existe une unique application linaire T : V -W telle

queT(vi) = wi
Vic [1 ,p · Enplus,T bijective si be est one base (depres leThm .

7 .

46).

Exercice Scient v = (et= ) .
Montrer qu'il existe une

Lapplication linaire bijectiveT:R -R telle queT(r) =

w

.



temple7 .
36 Seit V = Vectf)()]ERY

(methode dextraction)
On vert une base de V. -b .

Coller FER de (h) et cheira
SEV deR

elements
des qui correspondent eu

Dans ce cas blonnes1 colonnes de laFER avec des pivots.

) = (() , () base dev2 ↑I ( LDrreiter Reme vecteur
def deG

↳T Pas de methode" de completion dune fam ,

libre Ev , .., Upl :

↳ Elfact : UptVective ....Uph , UpazVect 9. ...Upul, ....



84 . 8 . Matricedone application idaire
Scient

· VWdexEV · B = Ev,..,my base de V
· TiV -Wapp .in · B = Sw, . . .,Wil base de W

M4.55 La matrice deI relativea besBefo (or la representation
matricielle deT relative aua bases B et B) est

L [T]
+ B

= [[T()] . [T(m)]o] Elmxm(r)
TJ TiR-> [TBatem = [T] i

#reprinte fondamentale ITIBB] NV--



#le-xemp
* (Ex

.

6 deleserie 9) Tips ->Pr B= [1 ,
t,

4 . 56L p - p B = (1 ,
1-t,(-)2]

Onvert [THH][T]0=Ban = [[T] [TJ// [T]]
[TtJos = [2 +] = (g) Et 2t = 9

.
1 + B .

(1 -5) + 0(1 -+)2
-m

T ( + B +2) .

1I E I U = 0

I -Y2 + B +D = O t EB-2e)t
- B -28= 2 E + 8 +

2

-2, 2 e [t]it



Dans Cette seance ona voir
29·10

(i) exemple sur la matrice d'one application line aire
(ii) le thm ,

do
rang
or le

rang
done applin/matrice[(iii) la nation d'espace colone/ligne

livnation de matrice de passage |a /
-.crocheinefois

#temple4
.
57 · T :P -R2

· Bcan = [1 ,
t

,th) T(p. = (p) 3 Testlinezire (ex.)
· On= ((d) , (i)] derive

On veut claler [T]Bin-B(T((][Tt[T
=m = (b) -[T](2)
T() = (i) [T] ⑤can



Alors
[T]otBan = (oi (

Seit maintenant

0 = E() , (2)} - Onvert caller [TJozBan

[T]Ban[[TI]oS [THBos [TH]on]
·Th = (b) [(8)]o = (i) o(6) =E() + EF)

TH = (i)+ [(i)]o = (a)? (i) =<(i)+a ()
-

[(n)] = (i) ESL



TH = (2) = [(2)] = (i)
Alors

[T]zBan =(i) I

E91836retherine do rang/
#HM) Seit T : V ->V' one application linaire entre deux EV de dim
-

finie. Alors,
dim (Ker(T)) + dim(img(T)) = dim (V)

De facen equivalente ,
si AIMmen,ngdeT

dim (Ker (A))+(Img (A)) = n↳
EndeA

(Rappel) Img(A) := Img(TA) or Ta :R -B&

Ker (A) := Ker (TA) > Ar

#velle did S : A = [in] Ce(A) : = VeatGenran3BRTA
kolonnes deAl



A= Lyn (A):Vet[, Im]ER)
CTTsont les ligned

( ), = (2), (=
#iT Col(A) = Img (A)

Crappel) Pour trouver onebase de Col(A)-Img(A)
① A ...- FERdeA ② les numeros del colonnes de avec des pivets
(A :[in]) ( =[ ...En] Ein , ... in

#
on les appelle-> Eain ...., air] base de EnglA)"Colonne-pivot"

#it Lgn(A) = Lgn(*) si est FER deA .

It les light non nulles de ferment une esede Lgn(A) = (gy (5)



#M .

5 . 31 Pour teate matrice A on an que
L rang (A) =

rang (AT).

#xemple Soit T :PtR

T(pt(P(Order)
~ [T]oantBan = (2)ITH = (n) T-saus forme schelennelT(4 = (2) roduite
-

[JanzBam:
R elsurj-Tit

Le THM do rang dit dim (Ker(T)) + dim (Img(T))= 3



Or Img(T) =R car Test surj => dim(Imghl) =2
Onconclut que dim (Ker(T)) = 3-2 = 1.

=T n'est pas injective
Silen traveonelynime peker (i) non mol

clas Eph
est basede Ker (t)

.

III
$0 et p(1) =0

p(t :-1 E pH-aEebt -> CHERat +Bl
onvert 2atb =0

Eker(T) E III

e
. g.
2= -1 etb= 1

et E-Eti ++ / base de Ker(t).



FredeWalker- [po
Als

PC Rel< [p]Bcm Eker([T]BanBan
-

pot)M

d = 0&Methy = 0 _ S02an
Ker()=(utker() = G(-) : unR]



-

Dans Cette seruce on va voir 31
.10.2024

(i) la matrice de passage
(ii) proprieties del matrices des app . lin + mut . depassage + exemples
(iii) la fermule-echangement de base I prochaine↳foist

Thapt8) Matrice de passage (or changement debase)
IPef .

(Thm . 8
.2)/Soit Vun E.V ,

B = Eve, .., up) base deV

= Sun , ... ,Wp) base de V
Alas la matrice de passage de Buers & vieI Pyzi[idu][[v]g ... [up]
i

#temple8 . 4 O = Oscar = ((b)(i) based Onvert PEBean

I 3Pacile



PBaanze = [[Wilban [E]] [ii] = (ii)

I ↳veit

- 2n +92 = 0

P
EzBan

= [[n][e]g]
Cen]()() = (b) +2x =

E H(Resolution)

[ 322= 1= 42=11Enconsequencen]y = (3) paperusa definition
2n = 1/3

FreVproprietesdes matricesdepassage[v] =Pytpe est

lunique matrice gui↳ · Pgry ·PB=BF8 base de V satisfaita pa.

· Pa est inversible et Pa =Pote



le-Exemp 8 . 4 (suibe)
PEBcan =Pocant= (2)

=

113
- 213↳ (13 e (

T : V-v'app .
lin

.
③

, 4 bases deV , ⑮, basesdev

Cappel) /PROP) [-]
os

dim (u)=u dim (v)= m-FOND I
B · [v] o = [T(JosM

-
L et [i] osBestProprietes ① Soit S : V-V"

,
o"base dev" Alors

[SoTeB = [S] [T] Be
sevematrice quest
-

② T bijective ssi [TJozo est invesibleI Dance cas
[T]= B = [TJoze

-



③ reker(T) (= [v]geKer ([T]e B)
Enconsequence :

Tinj <E [T] in]
④ vg Img(T) > [v] E Fmg([T]ojos)
InconsequenceI

Tsing() [T] -Sorj

4.57 (svite) T :Pa-R2 B = Bean = Entity
T(p) = (G) O = Ban = &(b) , (i))

1. I [T]obcantBaan = (000) z sous forme echelonne reduito

Dapres &, [T]ojanc-Bansurj =Isorjective
&appel sur [T]=o : vIsr

↑ T
Bbase base
dim V =n dim V = m



BatEVas Entemple BeinOpen---

atbt +at tRo()!
.Ibis ↓ I bij
[r] RET(

Enibtrct]= [T]BE bij
- ........B

#. [v]o= [T(v]os [B]
--

un
Eth Eme [T(arbtrat][ToentBa[arbtctJoEIM " Ebase

&matic deprosage one
see

wi
EIMuxnI) eR LRRE



&

R

#-12 fiW

[v] Bran = (33)
[v] 12
3 = (1)I (
4. 57 (srite)Temple T .Pr<R [ac)

p = a+bt+ct - ( (b + 2C

#er(t)?) Onalale Ker ([T]canzien) =Ker (12)
k1= 0

Or (5) = (i)Extre



Ker (812% = [/is):R = [x(R
= Vect [(-2)}

baset
deker (12)

② On traduit vecteurs de Ker([T]anzoan) dans des
vocteurs de V :

&

e(eker (IT) m Mutu eldest
de Ker()

de Ker([T]obe) = Ev , ...,un]

(2) Eker(650) m> 0 .
1 + (2) · +1 .

t t2 It

1
. e .

Ocon = (1 ,
t

,+2) St"- 2 + 7 base dekerli)



Dans cette seance on va voir

I1
0S

. 11
(i) formule de changement de base
(ii) exemples sur matrices de passage et matrices dapp . lin
(iii) lanotion de valeur prepre et recteur propre
-Fuledgementde

ITStop T : V - V applin. Question: Commentcalcular [T]+ 374Buses silon counait [TJo= B ??

Mittiliserles matrices de passage?

D#undechangement[T]Bro↓I B7E

e4 =EBLE
(Preuve dans les notes)



Si VEVI
, B = 0#Notation) [T]

-

#
T

TIR-R
, T()(I-

O = Ben = [( :) . (i) , (i)] alors
B = Bean = &(b) , (i)} (~M
3 = 5( % ) , (2) . /8)3 On vert ~ ~

E = ((i) , (3)} [T] 31 P [T] Pote

·



Posi = (i) Top? Po ="B = (i)
=⑫)-( : )

Alor

[T]g= g
= ( -1)(02) = (1) E

#demple 8 .

5* T : R3-R3

T = ()
Ba[(d . (i) . (8)] , 4 = ((5)(i) , (a)} basedel



later) [T](= [T]Bart [T] BantBan)
(iiPo et Pe Ban
(ii) [T]g([T]ge (

(i) [T] = (e
(i) BE = (d) et PaaBen-Ponz(3 -10

Alors

[T]geg = Perman [T] . Poscente



=)
=)(

(88)I 88 O

Dans cette seance ona voir 07 . 11
(i) notion de valeur prope et de recteur propre + exemples↳(ii) notion d'espace prope 3(iii) notion de polynome corcteristique



Crappel) Une methetic de repertRestone application
"->Re 3 C'estone application linezine t
in X

.

x

Informel : Onvent treuver des "directions" pour les quelles one app . Iin

T :R -R se comporte comme one homothetic d'un certain report.

10.2 Soit T : V -V one appliYAcIMu) ·

On dit que

· etthest une valar progre deT/A sil existe velvettelea↳ TN) =/A . v = R .
W
↳ vecteur propre avecInformel : valeur proprez

vecteur propre = direction per laquelle T/A se comparte comme

one home the tie[ valeur propre = rapport de



↳ Onpertavoir plusieurs vacteurs prepres non colinaires peor la memevaleur propre.
· Sivett estvecteur prope de veleur propre alas c .

veth
esteussi vecteur prope de veleur prope 1 si 'Forel .

T#temple10 .3 Soit A = (3-2)
· = (3) veAv = (2) ·-) = (2) = +4) . (z) = +4.

I => (s) est vecteur propre de A avec valeur propre
2= 4

&bsEker(A)L Test vecteur proprede A
avec valeur propre=0



#Temple/T
. On -Dr

I pla = ao+..tant" me po = an + Zest +...+ment"

Aless T na pas de vecteur professories: la valeur propet = 1 :

i .

e
. p =T(p) = p na pas de solution nonnulle to

templeRot-R
1

↳
· so At 3 - Depea

estume application linezire prophes dans
R nide

De facen genere :
releurs propies

Rota : R-R dans APT*(n) (sin)()()



Thef.
10

. 8/Seit TiVeVapplie/Anxn() .

Seitzet :

definitepace propre essacie 1 :

L Ex= GreV : T( = RivyEx := EveR : A .
v = 1

.n]
ERP

↓ore :

-- recteur propre #) reEyetQves

avec relear prope &
(dememepeur unespect v)

· Comment calculer les releurs/vecteurs propres dunetel?



#de=R <) Av-1
.

v =
Q

< Ar-1 . In :
v = 0
-

# (A-2 . In) .v = 0L#) veker(A-1 .In)

Orendest-ce
que Ker (A-1In) + 50) ?

I
A-1

. In rest pes inj.

#
Conclusion/

det(A-1 . In) = 0

i &cRestler propreded() det(A-1 .In)= 0-

hm 10 ·14)



emple10 .3(suite) Un veut calcular les voleurs propres deonvert

~ recinesA = (2) de
det (52%) - 1(89)) = 0

-

(24)(2-7) =
2  3x2 - 28 = ( -2)(2 - 2) - 30 = det 7546)
-

On a un polynome de degre 2

(Engeneral : det (A-1
. In) est un polynome de degren en 12)

Def. 10 . 16/ det(A-1
. In) =Pg(i) est lenome

↳rectoristique de A .

Dans l'exemple 10 .
3
,

on a donc deux releas propres:-yet 7.
Pour calcular les vecteurs prope asseries on clale plutt



les espaces propres :

I#= KeA . In) (Lemme 15)
-

TERdeAtYEz
Pour l'exemple 10 .

3 : -

E-y = Ker (A + 4 .In) = Ker(ker( *)
= E() : + =Re
=Vet((-3)) FdeA
= Ker (A-7 . [2) = Ker (6) = Ker



=((z) : x =x2) =VectG(t)}
#ers/ Pour caller valeurs/recteurs propres :

valeur
① Calculer les recines de Pp(1) := det(A-1 .In) < propres

② Pour chaque relear prope oncalate (one based

Ex = Ker (A-2 . In) . formede recteurs propres↳
temple no..[IsriteT)=(i)3 base deR

T :R2- R2
Seit

AA) (0 : A - (2) /Bran
= (10) , (i)]



Alors

[inJoan[[TAJoanzOcan) = [TA] = A

[TAJo=) = [STr:Jos [Tan]]o]
velevrs[ propres = [(4 . (i)+o (1)] [0 · Es)+7 [11

La formule de changeespectivebase i t
= (i)

[Ta]
= Pee [TaJgPostBan

can

I &)/(
-A = p . (g) P

- 1



Onvert

A10 = 2932-1
Dans cette seance ona veir

(i) exemples/exercises 12
. 11*(ii) notions de multiplicite algebrique et geometrique et un lien

entre les
deux

nercice/Exemple
A = 1- .) elvaleur etvertalater125 I verteurs propres

①Pour les valars prope= vacines de Pa(1) = det (A-2 .[s)
② Pour chaque valeur propre y on calale Ex = Ker (A-2[3)



① det (A-1 .Fs) = det)
der (4-1)

. det() + 2
. det)+1 det(s)

= (4 -x)(s-x) + 10) + 2 . (4 .

15 -x) -8) +(+ (2+x)
~
--

= ( - x)(x2 -3x) +2(4x) + Amy 12)
-

① = (4 -x) X(x -3) - (4x - 12)
=(-x) . x(x-3) - 4(x - 3)(2= ( -3)[( -x)x - 4] = ( -3)(- xi+ 4x - 4)



②
=... =

-13 +7x - 12) - (4x - 12)
=

-x3 +7) -16x +12

Trendupona
↳ Danscecas : ul fact essayer avec 11 ,12 , 13, #4, 16,12
Imaginasque

lon essaie ici avec et dest une vacine

-divisePa(D) per 1-2 : Pa(z) = (1-2) . (2+51- 6)
-

Pa(i) = - (1-3) . (2- 2) Eilfartlessracing
decepolynome#Tef

.
10

.24/ Siest une valeur propre de A,
la multiplicite-

#ridepugdentiPeifme



Alor-ta(2) = 2 et molta (3) = 1) dans cet exemple .

②des espaces profes E2:Her (A-1 [s) <
# > Ea = Ker(A-2Is) = alakerune

base
Danscecas

E2 = Vect((g)3 FER
tt

At -....
0 1

=
Ker(AzkaSt)



T

Ex = Vect(( - )} (memetype decital)

10.28/Pour Rualar profre , dim(2) =: muttg()
↳ettamplicitegeometrique de 12.

FHM10 .30 / multg(1) -

> multa (1) pour tate
releur propre

-

Li d'une matrice carree A.

Dansnetre[ exemple- multa (2) =2 multg(2) = 1

Pm() = - (-2)? ( -3)multa (3) = 1 >multg(3) =~retdesestg(x)= multe()T



3
Pour AGIMn (D) :

-
-

Dans Cecas on part fairs la ronion des bases dechege-

EsEd valeur prope => base deR (forme de vecteurs (propos deA-
#nerice/Exemple

A = ( i =2)-er retreatersCexemple 10 .20)
- 1 -11 propres
-

① Pa(4cet() =-MP-2
·

S
·En = Vert/ E = Ve()(4)



⑫cette scanceonvavermatrices depliations lineie aet del valeurs/vecteurs prepres

etudier un modele depopulation" simplifie
Butl etudier levolution d'une population d'organismes do meme type
! dans letemps.

#potheses) (1) chaque organisme a une dree de vie maximale desjoon)
↳ on va noter lage d'un

organisme avec 1i <
3 = N

(2) Si un organisme -> la probability de survie
age i

↳
encore on jeur estTi<0 ,1)

la quantife d'organismes progenitors
Cuifs au premier jour) par un organisme

dage : est MIN



? rinene (
q(k) := # organisms dage ; entemps K ,

KEIN
W

Onvert exprimer Caussi mesure enjors)
1)/ en fonction de (..... 93 (K)

(paur1i < 3)
① q(k+ 1) = (1 . q1(k) + rz .qz(k) +53 · qz(k)
⑬ qz(k+1) = Pe=1 q(k) S (x)
② qy(k+) = P3=2 . q2(k)



Alors
, silden pose
= (ii)

q2(k)
L

Ma(*) devient triceThe
(R+1) = (p rg)q()o o

O
Psez O

#bleme1 Onvent calcler (k) per K*3 stant donne (0)
Comment faire ?



On ve feire on templeguide :

(
O 7 6

( etg(d = (i)L = 1 O ⑧

010

Greetclaler (k)

#mireidee (1) = L. g(0)

)
=>Fir= F

. g(0) /



doit calcular les voleursurculator[ on
↓ vecteur sprepres deL Be

① Cataldevaleurs propres : -racines de det (L-12 .#3)
dev . Tere light

det)L-RF) = detetic) (*) - 7 . (i) + 67
01 - 2

=

- 13 + 72 + 6
L

intendeher des dide
=> Lesteine south,
②al de vecteurs propies : - Ker(l-1 .[z)



1 = -1 - E
- 10 Vet))]

2 = -3
- E-2 =Vect(())

13 - E = Ved(s))-
B = ((-) , () , (i)} (base devecteurs propre)
=>[
Changement
=) ↳= [[Jocan = Pointes . [T] .Postecanda
base

= P
. ( .98) .

D
3

D



#
72)k 0 O

R

= P . ( O (- 1) 0C ·

PP
3 GaussForden

Alors

pr=(lL420320110

Avecl'ordinateur

-4 . (2)k
*

+ 7
.
(2)

**

+ 3k+1=



19
. 11Men

cette seance ona voir :

(i) notion de matrice diagonalisable-> diagonalisation
(ii) application aux prissances d'unematrice

life (trace d'one matrice)

L Trie (perles exa deleserie 11)

#ef .

11
.

4 Une matrice AcIMn(R) est diagonalisable sil existe one
(matrice inversible PEIMn(R) tellequeeA .

P est matrice diagonale.
-I

+ deuxieme ↳PDid

mirecarisatiles Pour AEIMn(R) :

/AdiagonalisableE A posside n vecteurs propres qui formentonebase deDe



Decas
. si B = 21

, ...un] base de R forme de vecteurs propres
(vi est vecteur propre de valeur propre die) , alors

D·x) .
p =[ -E = Posen to

I Larson faitD, :=B, u...BKqu
estune base deR

Procedure usuelle":

⑦ Oncelale les valeurs propres de A = racines dePala) we[
1DP
②Pour chaque 1 ; on calcule une base de F2; = Ker (A-1 :In)Bi*

moltu(Mil = mult (i) , ,valinL (si tantes les recines dePa sont nielles)
Depropriete'simportantes :



① Si Aet Bsant semblables i
.e .

B =P"APaveePincessible,-
alas Pa =PB [THM .

10 . 21]
② Scient i ...r des valeurs prope differentes deA,

in . . . .
in desvecteurs propies deA

CAvi = Rivi
, Fi) .

Alos Gui ..TieGest libre.

plication S : A-IMn(R) diagonalisable , i . e. A =
P

.

D
L

avec↑ inversible etD diagonale , alors = ( .... (n)
=.P

N facteurs" PDP:
=P

.D
.....
D .
P" =

.

DrP =
D

.(~
Nfacteurs



#Xerice) A(Yg) po.

↳commence per diagonaliserA
① Pa(2) = det(A-RIs) = det

= H - 2)
. def- ( =

( -2) [(- -1) 7 -2) - -
=

- ( -1)[2 - 1 - 32] =
- ( - 1)(22- 1) = - (i -1(2+1)

us deax i = - let mult(-1) = 1I
valours prepres

: [201 et multa (1) =2



② E-1 = Vect[()]
En = Vect3(3)-W

↳ in

=> A =P .

D
.
P
=

=> A10000 -D .

D10,000p

=D . (4100001000010000) PD = [ -e)
=P . (111)P" =P .

P" = Iz = (8)



Danscette seance ona voir 21 . 11
· diagonalisation dans le cas complexe↑-· lanation de norme endidienne , productscabine eudidien ,

orthegolite, ..G NOUVELLE PARTIE

La theorie de valeurs propres et vecteurspropres pour 4 zulieude
est essentiellement la meme--elle permet de faire plus decalcls -

-

Ell↳pera
OEtemple Soit A:Le(

Calaler les valeurs propres , vectors prepres dans K etmontrer

que Aest diagonalisable dans (pasdns 4).



1 -

+053/)①Pour lesval propresPa(3)-def (
-5 01-9
0

linesde Pa(a) :

1= 2

1 =1 E S
=(-)det(

=1
= R -x)[( - z)2+ =]
= (2 -x)(i - 2 + 1)

②alalde vecteurs profes
E2 = Vect , Er = Vet()

1 ↳



Exis :Vect
.

PExprimer
- diagonale ->D = (irr

P=f S P = [ii]
= (

- O -

&hapitre 12 Predutsculine elidien



#odidience)
Net

= longueur d'un [ = (2)vecteur

#teurnormalise et t .

q . I = 1

(sizs
#.12 .3) (distance) E. do is ,JER , ladance
entre in ety est dist(g):Lx =...+ Cu-yn)



TPROPI (NOR . 1) Il X. ll = 121 . H
, VERYMER

- (NoR .2) MID0
,
FER" et Hill= 0 ssi in = @

(Prop . 13) (NOR . g) 1 +511 = Kill + 11511 ,Fiyo (ineg . triangulaire)1·i
#trendition)

Eye-a
= (x ... xn)
-S

-T-producees= x . Y

#DaxpeetsetogenT



PROPRIETESDU PRODUCT SCALAIRE (Prop . 14)
(PS . 1) zoy = Jos (symetric)
(PS . 2) (3(bilineateaI(PS .3) 40 et Mor = O ssi i =0

c Jmemeque(NoR . 3)
CNRM) Nell = ve (or Hill= mont)
(CS) /zoy1H . 111 a inegality de Cauchy-Schwarz
#prevue de (CS) teRinigeRe
OI +tivoirles notes manuscrites.



Dans Cette seance ona voir
26 .
11

Torther med(i) families orthogondes et or thormeles - base ortho garde e

Corthonermale) Corthonormale)L(ii) complementerthogonal - lien avec Col(A) et Lgn (A)
Civil definition do productsceleine abstract.

Motivation-> parquei perler de distances et dangles ??

Serventionon AborthogonlessDans

distlao
.
5):= 11 A .Go-511 soitle plus petit possible.2 N

angledreit"I #FImg()
Alri

-



#it) in+ (i . e. 000) E7 In+y =N+ 1171-

Cidentite pythagoriqe) ↳↳
⑰f. 12

.
12 Pour WER SEV

,
on definit le complement

orthogona deW per↳ W+=Ever : vow = 0
, FweW]

temple12 .
134

-

W = Vect E()ER2mWt= Vect((i)}I (5)W+y =0z(y) (t)= 0
~
--[]



L
=

y Y
#hmme16 SoitWER un SEV et B = Enweb besedeu)(Alors EWt ssi von=...on= o

↳old Calaler one base deW=Gun]
② W+= Ker([u ... w n]T)
-L Dans l'exemple precedent W= Ker (1)

PROPRIETESDE W+ (Proposition 15) Pour WER" SEV :
① We est SEVdeR ②(wH)t= w↳③ dimW + dimwtn(ex de la feuille 12 (



Entrition 1 R3

L*wirectlyw = [()e]T

- (2)() = 0

= ker)))t) = Ker( + 1)
varlibre

w=Ker)11) kena) Ye Yz- ( I

wh

= vert((b) . (j) 3 #
n +y+z =0 x = -

y -z

(i) = (E
E) = y(z) +=(i)



Temple/ Soi W = Vect(() ,()} [R
(Calclerumbase de Wt.
Twi=(i) )
Ker(2) = Ker (4) = &()=

verLe
#Casinteressent -> Col(A) et Ign(A)
#12

.
18 Pour Amatrice : (a) Lgn(A) Ker(A) , (b) CollAlEKer(E)



&ef 12 . 19 Chef
, . . .]Gest dite

· orthogonde si witij ,Vij ;-

oorthonermee sielle est erthogonale et I will = 1 , i
Coo orthonormale)Lune

base est orthogonde Cresp-orthonormee) siele est
outhogende Cresp - orthormele) comme femille .

F21 Normalisation
-

(E .w] ER orthogene et wit:E
orthonormee

expropriete'simportantes :
/Chemmetz) (i) Sigerfun -wil orthogonale > Telibre

et wito ,
Fi



(Thm 12
.23)

Cilia↳
Bo = base&orthogonde
BoN = base orthonermee

#elinitiondo product scalive abstrat
SeitVunUnpdtiVetuppiteququi
(PS . 1) (u(v) = (v/m) ,

FiveV peRT1.(PS .
2) (u +2i(v) = ((v) + &(ei(v) et (u(v+ (v) = ((v) +y(u(v)

(PS .3) (u(u)0 ,
FreV et (ulu) = 0 ssi u = D~

=embe Si VaRet Cult-wor estun product scaleive abstract.



TemplePour V =P et eletionde p en 14
M

I (p(q)=edq(p) + p() . q() + p(z) . q(z)
nationde pen on

Ventier les exian ! - Voir le detail dans les notes
manuscrites .

---

Dans cette seance on a voir

-(i) notion et call des la projection orthogonale 28 . 11

(ii) la methode Gram-Schmidt

Edee/Wer Ser onvat

R/w
W



#hm. 12
.32) Pour WER" SEV

,
veR

,
il existe one peire

I
niqueeW et eW+ telle ge v=r

Esprejw()
Emplos, project) est l'unique vecteur deW projection or tlgende dev
guistiskit surW .

I#elements w
Touta sent i prouver del resultats sur la proj . othogonal
mais pas per faire des calcls&
Pour calcler projuli)-feat one BodeWa



11m12 .

33 Si WER on SEV ,Bw ...] Bode W

etveR aloL proju() =I...

Exemple/Exercice z-

I
W = Vect(s) , (i)3= Bo deW v = (2)
Caller project() -E ) = ()

- 15

· I
Pour alater project on abesoin d'une BO de wi
Comment latraver ?? -Procede de Gram-Schmidt
DWSEVdet (GS)



#pot ! O : Sinwnl base de W

↓/ [GS]Iput =En] Bodew Elector
thodede GS

1 : = - projectioni (2) Normalisation :
Tr :=

- :S :

n E
IITell

= :

F := Wp- -- ..-
:= In

/IV 1112



xemple/Exercise (12 .44)
⑬base

B = 3(* ) , (0) , (SuW =Vet[w] de
L L W

Construire neBodeWe GS . Let BoNaussi)
eveirleresultat danslesNotes.

Dans cetteselance on vareir :
03

.
12

(i) la decomposition QR done matrice- application de GSL-->(ii) la metho des mondres carres fasons de calate

DecompositionQR (Section 12 .8 des notes de Sacha)
· QEIMmn(R) t .qQ=Ind . AmenS·REMnn(R) triangulire

Cavec rang(A) = n) sup .

t . q . lepremier coeff .



=( Leunude cheeligeis
tqR

38

i14 .3 Une matrice QIMmen(R) est dite ofLegende si
LQTQ =In

Fit) [q ... [n]elMman() est orthogonde sai Eq, ingest
L orthenoume'e

.

On definit
,
ed . A =[ ...EnJelMmen(R) de rang

n,

Q :=[ ... in] ou Suun] est BON
(

R : = QT
, A

obtene deG .., EngparGS.



Thm 12
.

45F Les deux matrices dans (#) Satisfort
· Qest ertho gende

I ·Rest triangukim sup dont le premier coeff . non mulde

changelique non mille est positif.
· A= Q.R

Les matrices QetR qui satisfont 2 ces conditions sent
Luniques.

#temple/Exercice12.46 On veut calculer la decomposition
QR de A= (2) M3x2(R).

3). 3 ?O
-

j



[1) = [mS
2

j# ==[

=> R := QT. A-F)= is

apitr13 : Methode des mandres carries

#Motivation Servant on vert resodre (*) A=5 mais il est
EBMincompatible/ Emen(i)

⑭regionfait? -*retcallerproce



5 #51[/A. -51 portate

#-Img(A)
-

%13 . 3 Pourun SEL (#) Az =5
,
one

-

Prado-solutionde (4) or une solution de ausens des

mandrescarres (MC) estunterE tel qe↳(MO) #A-5111IAm-51 por teet net" .

III

IA-51 : 11 An-5112
III o-b;(2Ajbjand



Methodesurclalerlasol zu sens desMC
1Etode1 x est sol .

de ( ausens de MC pasTrop-

-

L H
(b) ] utile par

est sol de= preying(A) decals
compatibleP

Methode2/ est sol. de (#) ausens de MC
-

L
I

(hm1
. 6) Zestsol

.deAc = AT.

5 (equation normale)
compatible

Methode3 est sol . de (#) au sens deMC

[Thm
.

13
. 11) I↳ est sol de R = Q5RRC

-compatible



Exercice 13
.7 21ExempleI ( 121) . (2) = (30) asseusde-

Trouver une sol de 651

avec EN : It

ATA
= (13739) ,

ATE
= (10I 4373

u

= /S
(1959) · (5) = (18239)-)

Temple/Exercise13 . 13 Calcula lesol zusens des MC de

L A->) . () = (5) zvec methodes
↳5



Q = [unuz]S -BON partir de GS sur E((i))B : = QTA
-> voir les solutions dans les notes

manuscrites
---

-
Dans Cette scauce ona voir :

0S
. 12

(i) la dreite de regression -> application de la methodes MC
-

(ii) la diagonalisation de matrices Ediagonalisation+ GSsymetrique)L
picationde la methode des MC

T
-maginous que lon a one collection de points P = G(my) , ...,

(N
,YN)][R2



~
CN

,YN)
· In

y=ax+B I
Ion aimerait trouver 12 meilleure#- , gui approximeA

* drite le mieux les
(n

,41)
"T
ipoints da

y
= ax + B
-

N 1
- L

-↓ 2#radiusepperination
dea

incomes

-> = = (an ,+ B -y)2+ ... + (axn+B -yn)
metale plus petit possibleto

-

= somme des corres des longueurs&de barres vertica



ebsin((() - (1
+2 es lent aAlois treuer (5) qui minimise tequiva

#
rite de greena

ausaus des MC

I B = 9(0, 6)
,
(, 0)
, (2,03 ER?

Oty =
- 3a + 5
-



incompatible

Sod() ( = ()send
↳ W ATA AT5

5

onvert resedre EN : I S
#A

.

i = At.5 = (33)(p) = ( %)
-
SEL compatible

-> (i) = (3) (8)

T-
= =(3

-3)(8)
=

- 3x +5
droite de regression = (-)-



#ercice) Calculer la dreite de regression de-

L B =E(- 6 ,

- 1) , (2, 2) , (1 , 1) , (7, 6)3

i tre14 :Diagonalisation de matrices symetriques

Tell AcIMC)metrique si A = AT

MeIMu(R) orthogonale si MTM = In

MAb orthogonale + carrie =>> inversible et MT=M-

#emmAn↳
o#Hire7/S : MeIMn() est orthogonde, ales
L (ME) · (MT) = 1 -T , FrYER



Theoremespectral SoitAEMn(t) ·
Alor

((thm 14
.9) Asymetrique ()IQEMn(Horthogonaletelle ge QT.

AQest

diagende=enest es difficile ,) Omise Omettrehpreuve entertast

On dit dans ceas queestologonelement diagonalisable.
[uneBONde

propres deA

trebut: peer A symetrique, calculer la BON deR
forme de vecteurs prepres de A.
-

① Q := [n ...in]
E ...En3

②Si di est la valeur prope de A essecide a Vi
,
ales



QTA . Q = (.=AD

③Dat= Mir+...Man

(decomposition spectrele de A)
ICommentcalcule-t-on Q etD ?
-

①Celculer rcines de det (A-1 . In)
② Caller une baseBide Ker (A-Rin) peur 12 relarpropre.

·AppliquerGonee
prope



Exemple/Enercice) Pour A=3-2 callea
4.4

42 3 (
decomposition spectrale.

- voir la solution dans les notes,
---

Dans cette seance ona voir 10 . 12

(i) un resultat sur les matrices symetriques Pour mieux comprendre le1- thm spectral
(ii) la decomposition en valuers singulieres d'une matrice (SVD)

genatedesvecteurs prepres assecies desesa

eiMn(i)Ttllaires Seit A one matrice symetrique , in eti=
L
-

deux vecteurspropres essecies a des velerspropres , el Re
respectivement , avec 2, 12. Alors , v,

+Ve : (i . e. ov =0



(PreveOnq=A ,we= (Aw) . ~

↑si Asymetrique
=Ar=)
p .

-11 11 V
. p.

= Enoer-B = o

LHS
. 2)

= [Rn -22) otz
--

↑ O

=> Tz = 0 IJ

---

pitre15 DD ⑧ UelMmem CR) orthogonale (UU=Im)

ectif e .
d

. AtIman
· Ze Mmen (R) diagonale et non negative
Li . e . [ij = 0 siitj et Zijh0,

Fi
,j)[ · VEIMnn (R) orthogonale

tellesUE. VT/(SVD)



I Sim = 1
, n

= 2 per exemple- [=)↳
LaEm15 . 5 subexiste tenjars maiselle n'estpasL forcement unige
.
-> Mais[[ , : J estunique

Fteminologie · U = [r... im]-

& vecteurs singuliersgeoche
· Ei

,
i < voleurs singuliere de A↳ · V = En ... n]

Le A

& vecteurs singeliers a dreitedeA
①calde[



① Calcular les valeurs propres de AA EIMn (R)
↳ onleaira 11123 ...Remme23)

Con repete cheque voleur propre eutent de fois que sa-

multiplicite algebrige)
①⑪ Garder les valeurs propes... O deATA

eton pose oso G
e

· E := (e) Inligea posit
Galler

Enemphe/Exercice15.9 A = Cer East



① On noteque ATA- /13
=> det (ATA-212) =

22 - Tr (ATA) R + def(ATA)
= i -Si +1 = ( - -)(i- 4)16

det a - 2 b) =(- 2)(d -2) - bc = 2) - (ard)() + (ed -bc)( cd -1

L
L L#doesDi

=)
②de V



On calule une BON de
" forme des

vecteurs progres de ATA : Ein , ..., un]
=>p...n]
-

Temple(Svite) Calculer V.

Poor -Ea = Ker /4009) = Very
E

- Ker (1) =
Ker ( )

Ete voir les notes
~ V=->

manuscrites



Mauscettescance on va voir comment alaler (
dans la SVD (2 methodes) 12

. 12

③Ple
-

Sthode1 -epletion+ GS

③j:=,r
⑪ Sim/oncomplete [i ...,me] [Renore
base , ..., e ,wes,m] ER& deth et
on applige GS peor obtenir one BON

&i ... Me,en ,... m] GR deRm



U := [i ... reer ... m]

-#CheaTh =

1= 2= Seu=
renqKerat



③ ij=A,
③ Siml , on alale one base KerlAT)

Ewets ,Em GER
*

et on applique GS
per obtenir one BON Guest, ,um] deI Ker(AT) .

n=2

U := [i ...e eer ... m]
#Exercice 14 . 14 Calaler lasD de

L A = (b)]m= 3



① ATA = (222) -det(ATA-Tiz) = &(2-4)

-mde ↓-
-t= 1)[

-
-= rang(A)== 2

S

=> [ = (200) Joligues
② Pour Ker(A-4 . In) = Ker ()

= Ker(z) = Ker(i)
= E(2) : u =2) = Vect(()}



=Vect(i)3
Pour i = 0 - Ker =Vecthlii]

E
= V = [v] = (e
③ =A
Ker (A = Ker(500) = Ker (58) =El: =m)



= [():R =S(
= Vet[() , (i)) = Vect() , (i)

= Vi = (e N
Calaler la SVD de

Eneaple/Exercise14
.

16 As I s (Jm = 2

L
n =3

Valents propres de ATA :

① E=) 12kltd



② V= )
↳

③==
=> u= D


